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Método de Lanczos Resumo

Faz-se uma revisdo completa das propriedades e usos do bem co-
nhecido método de Lanczos, dando-se uma visdo mais fisica do pro-
cesso. Compara-se o método com a teoria de perturbagdes em mecinica
quantica. Para isso a fung¢do de prova que inicializa o processo de Lanc-
zos € escolhida como sendo uma autofuncio do Hamiltoniano nio pertur-
bado, com a idéia de compara-lo com a teoria de perturbagdes ordinaria
“a la Rayleigh-Schrédinger”. Fsta escolha reduz a eficiéncia potenci.a]
do método, porém este converge mais rapidamente que a série de per-

turbages e funciona inclusive em situacdes onde esta série diverge.

111


cabrera
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Método de Lanczos


Capitulo 1

O Método de Lanczos

Em 1950 C. Lanczos [1] propds um método iterativo, através do qual reduzimos
matrizes simétricas reais & forma tridiagonal. Em seu trabalho, Lanczos aplica este
método a operadores diferenciais e integrais, mostrando uma grande eficiéncia para
calcular alguns autovalores e a.utovetores‘do espectro através da diagonalizagio de
pequenas matrizes que sao obtidas a cada passo do método.

Este fato fez com que tradicionalmente o método fosse visto como um dis-
positivo para diagonalizar matrizes de grande porte (o que até certo ponto é aci-
dental; como veremos), apresentando grande confiabilidade e estabilidade no calculo
numerico.

De uma maneira resumida o método funciona a partir de uma matriz simétrica

real H de ordem (n X n) e um vetor inicial |v}.

Hlvi) = o fvr) + b1 |va) (1.1)

Hlvy) = PBrlvr) +ezfva) + Bz fus) (1.2)



H |“b"3) = ﬁg I’U-g) + 3 |'U3> -} ﬁg i1}4> (13)

H |Uﬂ.) = ﬁﬂ-—l |vn—1) + Crpn |Un> + ﬁn |v11+l) (104)

(Cada vetor |vn41) € obtido ortogonalizando-se H{v,} com respeito a |v,) e

|vn—1). Na base dos |v,)’s, entdo vemos que

a B 0 0
oo By O -
H-=1 Bo a3 B3 - )0 (1.5)

s r

j& é escrita diretamente numa forma tridiagonal. FEste outro fato levou muitos
pesquisadores, durante muito tempo, a condenar o método, pois do ponto de vista
numérico este mecanismo era superado por outros dots métodos matematicamente
equivalentes, de Givens e Householder [2].

56 recentemente, estudiosos de varios campos da {isica (e de outras areas)
redescobriram o método e mostraram ser ele de grande utilidade, com resultados que
tém surpreendido a todos.

Apesar de nem sempre a equivaléncia matemadtica ser a mesma, este método
tem sido aplicado em fisica nuclear [3], {isica estatistica {4], em isica do estado sdlido
[5] como meio de calcular densidade de estados; além de sua extensdo de aplicabilidade
a quimica.

Nas préximas se¢des revisitaremos o método de Lanczos, de uma maneira um

tanto quanto diferente de como ele vem sendo apreseniado na literatura, procurando



de uma forma simplificada e geral ilustrar uma série de ligages interessantes e muito
importantes em matematica e principalmente em fisica. A intencdo desta parte do
trabalho é de servir como uma espécie de _‘ma.nual de uso e extensdes do método para
as varias dreas onde ele pode (ou podera) ser utilizado.

Deixamos de lado, até certo ponto, a analise numeérica do método, considerando
que isto ja esta feito de uma forma completa na literatura [6], e por fugir dos objetivos
deste trabalho. Comecamos pela descri¢ao matematica do modelo, seus atrativos
computacionais; bem como sua ligagao com o mélodo dos momentos e portanto a
teoria dos polinomios ortogonalis ¢ [ragbes continuas. Do ponto de vista de soluges
recurstvas da equagao de Schrodinger, veremos as varias faces do método; desde
variacional até perturbativa.

Vale a pena frisar, por fim, que este capitulo, apesar de ser uma revisdao do
meétodo de Lanczos, contém nao so uma analise matematica completa do método, bem
COIMO UINAa aproximagao malor com a sua significagao fisica, sempre de uma maneira
simples e concisa o que, como ja foi dito, ndo pode ser encontrado na hteratura

existente. .

1.1 Descrigao do Método

Para construirmos um algoritimo para o processo de Lanczos, primeiramente tra-
balharemos com matrizes herniieanas ao invés de matrizes simétricas, especifica-
meunte consideradas por Lanczos em seu trabalho original. Futuramente estendere-

mos os resultados aqui obtidos & mafirizes ndo-hermiteanas com autovalores reais e



complexos. Além dessa pequena diferenca em relagio ao (rabalho de Lanczos, nés o
adaptamos ao simbolisino da Mecanica Quéantica para indicar vetores e multiplicagéo
de matnzes por vetores. _‘

Portanto, seguindo Lanczos, consideramos uma malriz hermiteana H e oper-
amos com ela sobre um vetor inicial |v;). O que nés queremos estabelecer é uma
combinagao linear do vetor iterado H |v1) com [vy}. Nos ndo podemos esperar, en-
tretanto, que esta combinagao linear esteja inicialmente correta, porém podemos
aproximar tal combinaciio de maneira a fazer com que o médulo do novo vetor seja
tio pequeno quanto possivel. Logo, nds queremos escolher como novo vetor |vg) a

combinacao:

jv2) = H|v1} — e 1) (1.6)
onde, tontamos inicialmente o; como um nitnero complexo (por causa da generali-

dade de Jui}).

Explorando a hermiticidade de H, nés calculamos:

(T)‘2.|?J2) = <U1 |H2| U1> — 20 {vy [H|v() + o (v]vy) . (1.7}

A minimizacdo de {v|v,) com respeito ao pardémetro variacional &y nos leva a

manipular a eq.1.7 fazendo-se
0= " = —2{vy [H|vy) + 20 {v1|v1) (1.8)
1
e portanto,

_ {vi [H|v1)

(v1}v1)



6

que € real (H é hermiteana) independentemente do campo em que jvy) € inicialmente
definido.

Além disso, ¢ facil ver que o novo vetor |va) definido na eq. 1.6 é ortogonal ao
vetor original |v¢), por causa da eq. 1.9.

Nés agora continuamos o nosso processo. De |ug} vamos obter uma combinagdo

linear do vetor iterado H |vz) com |v2} e |1},

fva) = H|vg) — a2 |v2) — Br|vi), {1.10)

com a condigdo de que a amplilude do novo vetor lorne-se tio pequena quanto
possivel. Agora oy e f; sd&o os novos parametros variacionais. Desde que H é
hermiteana, nds podemos provar que oy e 5 sao nimeros reals, como verificado
anteriormente para .

A amplitude do vetor luvs) é

(vlva) = (va [H?| v3) — 209 (v [H) v2) — 281 (v2 [H| 1) + o (valus) + 57 v} .

(1.11)

Da condigao de minimo, estabelecemos que

Ofuslos) _ g Olusles) _
()Cfg 8}3]
ohtendo-se respectivamente,

(v2 [H|vs)
ag = L2 1.12
P glos) (1-12)

vy |Hjv v

o (o HI)_ (e s

{v1|v) CED



O processo pode ser continuado e nds devemos pensar, por analogia, que para

o proximo passo a melhor combinagao é do tipo
lve) = H |vs) — a3 |¥3) — o jvg) — 7 |’01> . (1.14)

Mas nds podemos mostrar que, na eq.1.14, v = 0; realmente, da condi¢io de

minimo para o comprimento de |v4}, fazemos

3 {14]v4)
ay

0= = — {vy |H|v3) — {vs|v1)} + 27 {v1]v1} (1.15)

ou,
_ (v [H[vs) + (v [H| v1)
2 (v1]o1) ’

(1.16)

o que do fato de |v3) ser ortogonal aos vetores prévios, nds facilmente mostramos na
eq.1.16 que ¥ val a zero. Do discutido fica claro ainda, que a construgio da base para
Lanczos é mais sutil comparada & ortogonalizacio de Schimdt, a qual usa todos os
vetores em cada estagio.

Portanto, como ja havia sido notado por Lanczos, “a caracteristica mais mar-
cante deste processo de minimizagdes sucessivas é que a melhor combinagdo linear
nunca inclui mais que trés termos...” [1]. Ou seja, todo novo passo do processo de
minimiza¢ao requer somente dois termos de correcio.

Nés podemos sumarizar o método de Lanczos escrevendo a hierarquia da mel-

hor combinagao linear, comecando de |vy).

]U,H_l) =H |Un) - ¥y I‘Un) — .Bn—l I'Un_.1> 4 (117)



para i > 1;|vg) =0 ¢,

" H "
o, = &E‘_l__._.l_.v._..)—, n=1,213... (118)
(vn]vn)
5, = {vn [H} vn41) _ (“Un+1|’b’n+1>,n =1.9.3. .. (1.19)
n ('Un|vn.) (vnlva) LRl B B
Se o conjunto de vetores ortogonais {|v1},|ve},...} ¢ entdo normalizado e usado

como uma base para a matriz H, nés obtemos sua forma tridiagonal (eq.1.5) com
elementos diagonais {a;,c2,...} e os elementos fora da diagonal {5, 82,...}.

O processo terminara automaticamente quando o conjunto de vetores {|vy},. ..}
expandirem o espago inteiro de H (se ela for finita}. Isto ocorrera quando o novo ve-
tor tiver comprimento zero. O término do processo de Lanczos, significa que o menor
subespaco invariante contendo o vetor inicial é dimensionalmente finito e expandido
pelos vetores obtidos no processo. Vale frisar ainda, que cada um destes vetores tem
a dimensiao da matriz H. Deve ser notado aqui também que se |1} é ortogonal a
qualquer autovetor de H, entio a série de operagdes descritas nas equagdes 1.17 a
1.19 termina depois de m passos, isto é, para algum m < n, 8, = 0. Um caso impor-
tante para o qual isto pode acontecer é quando H tem algum autovalor degenerado.
Neste evento um novo vetor pode ser escolhido ortogonal aos [v;)'s ja obtidos, e as
operacdes indicadas pelas equagdes 1.17 a 1.19 sdo continuadas e/ou repetidas (cf.

segao 1.5 ).



evxed]

.

E

(a) diagonalizacio de M

I

KeoA"

(b) diagonalizagio de T

Figura 1: Os autovetores de M (aqui suposta hermiteana) s3o indicados por |m;), e os
autovalores sio reportados no eixo real E. Os autovetores da matriz tridiagonal gerados

por |zo) sdo denotados por |¢;); os autovalores selecionados pelo estado teste s30 também

indicados por conveniéncia
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A caracteristica mais atraente do método de Lanczos ¢ ndo precisarmos con:-
pletar o processo para termos precisio nas estimativas de alguns dos autovalores
extremos de H, ou seja, podemos “fruncar” a cada passo o processo e entdo di-

;
agonalizar as pequenas matrizes tridiagonais obtidas; os autovalores destas serao
excelentes aproximagoes de alguns autovalores de H, mesmo para poucos passos do
processo (cf. apéndice I e secdo 1.2).

Na figura 1 da pagina anterior fazemos um quadro esquematico para o método
de Lanczos, onde partimos de um vetor de teste inicial j2o} € uma matriz M grande.
Depois da tridiagonalizacdo de M obtemos pequenas mattizes tridiagonais T.

Uma outra caracteristica do método, um tanto obvia a esta altura, é que H
n&o necessita ser uma matriz, ela pode ser um operador absirato {o hamiltoniano) e
os |v)’s podem ser combinagoes lineares de vetores abstratos (os estados nos quais o
hamiltoniano atua). Para formar H |v;) nds usamos as regras para operar com [v;)
a0 invés da multiplicacio ordinaria de matrizes (cf. secdo 1.3 e 1.4).

Itm geral os antovalores que aparecem e convergem melhor, sdo agueles com
o maior “overlap” .com o estado inicial. Se por exemplo, sabe-se que um vetor |1}
envolve os mais baixos autovalores de H, nés podemos cscolhé-lo como vetor inicial
e determinar com certa conflan¢a o mais baixo autovalor de H.

Para finalizar esta se¢do, mostramos o procedimento a ser seguido em Lanczos
para quando H é nio hermiteana. A diferenca essencial é que nés devemos agora

operar com H e HT. Nés temos entio que considerar o conjunto de vetores biortog-
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{lo1),lo2),-. Fe{loi}, |2}, -}, (1.20)

cuja definigio € a generalizagio de 1.17, ou seja,

o) = [91)

[v2) = Hivr) — ey foy)

o) = H'|o) —ofldh) (1.21)
[ont1) = Hlvn) = [vn) = Ba-1 va-)

on1) = BE) — o o) — Bry leama)

com a prescrigdo de que ao se fazer produtos escalares entre vetores opostos, nao
consideramos a amplitude {¥,|v,) e procuramos por extremos ( no apéndice I fazemos
a transformacio numérica do método para matrizes reais e simétri(-::-is, mas a partir
do discutido anteriormente fica facil a extensao do método.).

QOutros refinamentos de técnica original de Lanczos vém sendo amplamente
usados em varios ramos da fisica, tais como calculos em modelos de camadas na
fisica nuclear [8], determinacio da densidade de estados em matéria condensada {5] ,
solucao de modelos em teoria de campos [11], além de outras aplicagdes importantes

em diversas areas da computagdo cientifica [12].

1.2 Convergéncia, Rapidez e Estocagem

Nesta se¢ao discutimos algumas caracteristicas importantes do Método de Lanczos

do ponto de vista computacional.
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Como ja foi discutido na secdo anterior, a caracteristica mais interessante do
método é a de conseguirmos boa precisao nas estimativas de alguns autovalores do
espectro de H. Para entendermos um pouco melhor esta propriedade do método
(além de podermos otimiza-la em alguns problemas), vamos deﬁnir”a truncagem da
base de N vetores da matriz tridiagonal N x N (eq.1.5), que representa H na base
finita {|v1),{v2},...,|vn}}. Para isto tomamos esta base dos n vetores obtidos por
meio de Lanczos. A matriz H em nossa base truncada é obviamente representada
por H® a matriz » x n no canto superior de H.

0O determinante det |)\I — H(”")|, o qual produz o polinémio caracteristico per-
tencente a H{®), possui propriedades [4] que nos garantem que os autovalores de H
em nosso espago truncado tém propriedades variacionais. Isto &, nds podemos cortar
arbitrariamente a sequéncia de operagﬁes_ definidas pelas eqgs.1.17 e 1.18, depois de
obter n vetores |v;), gerando H(™). Além disso, ficamos seguros de que 63 autovalores
de H™, tomados em ordem ascendente, sao maiores que o correspondente autovalor
exato de H no espaco completo. Ou seja, se denotarmos os autovalores de H(™), em

ordem ascendente, por q{m), n;()m), cees ??,gnm),
m(m} > m{mﬂ} S>>, - (1.22)

com ); sendo o i-ésimo aﬁtovalor de H tomado em ordem ascendente. A possibilidade,
portanto, definitivamente existe de que muitos dos menores autovalores ; convergirao
com grande precisio muito antes de que o espago de Hilbert seja completamente
percorrido.

Como um exemplo simples deste fendmeno, consideremos um Hamiltoniano
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H com o menor autovalor sendo Ay, distinto dos outros. Escolhendo um vetor inicial

|v1), 0 qual néo é deficiente do estado fundamental deste Hamiltoniano, nés podemos

expandir |v;) em termos dos autovalores exatos |z,!),E”>, e entdo operarmos sobre |v;)
i

com poténcias de H obtendo-se

H" |‘U]) - ao/\a

) +§:a,¢~: o). (1.23)
t=1

Eventualmente o termo agAf éi‘x) ir4 sobrepujar todos os outros; o valor de r para
o qual o lado direito normalizado da eq.1.23 é considerado uma boa aproximagio
dependerd apenas fracamente do tamanho do espago de Hilbert e dependeré prin-
cipalmente da separagio de Ag dos outros autovalores. Este valor de r deve, de
fato, estar simplesmente relacionado & dimensao do espaco truncado necessario para
descrever o estado fundamental de H.

De uma maneira geral, podemos observar que autovalores bem isolados perto
dos extremos do espectro podem ser “encontrados” depois de um pequeno nimero
de passos (20 ou 30 iteragOes) independentemente da ordem da matriz H. Uma
convergéncia répidg também ocorre para autovalores bem separados do centro do
espectro ou que estejam bem representados no vetor inicial |v;} (cf. segdo 1.4); no
entanto, se o autovalor desejado estiver nos extremos do espectro, porém pouco sep-
arado do resto do espectro, sua convergencia sera lenta. Aproximagoes acuradas aos
correspondentes autovetores também podem ser calculadas. Neste caso é necessario
reter na memoria os vetores {|v1}, |v2},..., |[va)} obtidos no processo. A convergéncia
pode ser monitorada numericamente diagonalizando a matriz tridiagonal depois de

cada passo e observando a variagao dos autevalores e autovetores
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Da segdo precedente observamos (nb minimo teoricamente) que para a re-
cursio bésica de Lanczos, a ortogonalizacdo com respeito aos dois vetores gerados
mais recentemente é suficiente para garantir que cada vetor sucessivo ¢ ortogo-

{
nal com respeito aos gerados previamente. O procedimento de Lanczos pode ser
visto portanto como uma ortogonalizacio de Gram-Schmidt do conjunto de vetores
{|v1) JHo) .., |H(“‘1}vn>} (vetores de Krylov [6]). No entanto, em calculos com-
putacionais, erros de arrendodamento nas operages aritméticas basicas levam a perda
de ortogonalidadde dos vetores {{v1) , [v2) ,. .., |vs)}, fazendo com que as quantidades
computadas pelo algoritmo divirjam fortemente dos seus valores na aritmética exata.
O préprio Lanczos, diante deste comportamento, sugeriu uma reortogonaliza¢ao com-
pleta de cada novo vetor gerado no processo, a todos os previamente obtidos. O custo
deste novo arranjo do procedimento original, é uma maior demanda em termos de
memb©ria e tempo de processamento, limitando em alguns casos o niimero de autoval-
ores que podem ser computados, tanto quanto o tamanho da matriz a ser guardada.

Através de uma anélise numérica de'cla,lhada. do método de Lanczos, Paige [§]
elaborou uma variante computacional do algoritmo de Lanczos que nao usa reortog-
onalizagao. Mesmo com a perda total de ortogonalidade, & possivel obter autovalores
acurados usando o método de forma iterativa. Na verdade, a ortogonalidade dos ve-
tores ndo é realmente necessaria, mas somente uma conveniéncia para alguns outros
usos. O requerimento real é que os vetores sejam linearmente indeﬁéndentes. Paige
mostrou que os autovalores obtidos no processo necessariamente convergem quando

a dimensdo da matriz truncada aumenta, ¢ que diferem dos autovalores de H por
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quantidades que dependem da precisio da maquina. Erros de arredondadmento sao
minimizados e boa convergéncia € obtida mesmo para autovalores muito proximos.
Além disto, necessitamos menos meméria,l, desde que somente dois vetores ao longo
do processo de iteracdo necessitam ser armazenados.

O método de Lanczos aparece entdo como uma poderosa ferramenta para
calcular o estado fundamental de Hamiltonianos (matrizes) com grandes dimenssoes,
com a imensa vantagem de nao ser preciso uma diagonalizagio direta da matriz
completa. A convergéncia é acelerada se o vetor |v;), que inicializa o processo, contém
todas as simetrias da solugao (cf. figura 1 e segao 1.5 ). Ainda, com a escolha do

vetor inicial, podemos explorar diferentes regides do espectro, e conseqiientemente o

método néo se limita apenas i determinacdo do estado fundamental (cf. segéo 2.4).

1.3 O modelo da cadeia

Uma das caracteristicas destacadas do método de Lanczos era o fato de po-
dermos trabalhar com as matrizes e vetores envolvidos, interpretando-os como, por
exemplo, hamiltonianos e estados nos quais estes atuam. Com isso abrimos a per-
spectiva de ir além da importancia matemética do método ¢ olha-lo como um modo
de melhor entender um sistema fisico particular.

Para trabalharmos os aspectos fisicos do método vamos partir de outro método
recursivo, formulado por Haydoch [10],no Iqual se propde a transformagio de um
modelo quantico geral em um dito modelo da cadeia, partindo-se da premissa de que

tal transformacao sempre pode ser feita para qualquer modelo da mecanica quantica
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e entdo resolve-lo.

O ponto inicial da transformagéo é algum modelo quantico geral que nds in-
vestigaremos convertendo-o a um model? da cadeia. O modelo geral consiste de
um conjunto de estados, sua interpretacio fisica, € um hamiltoniano que determina
o movimento do sistema entre seus estados. O modelo pode ser especificado por
fungdes de onda e um operador diferencial. A menos que o sistema fisico seja unidi-
mensional de algum modo fundamental, o hamiltoniano conectara cada estado com
muitos (ou uml nimero infinito) de outros estados. O método aqui apresentado é wn
procedimento estavel de gerar uma representagao tridiagonal de um dado operador.

Consideremos entio, o operador hamiltoniano H (supomos aqui ele sendo
hermitiano). Escolhemos um estado inicial |v;) normalizado. Esta escolha ird nos
direcionar ao sistema que a cadeia represeni’.a. Por exemplo, se nds queremos explo-
rar a estrutura eletronica numa superficie, entéo {u;) deve ser um estado localizado
na superficie metalica, ou malis simplesmente, se quisermos estudar o espectro e os
estados de um oscilador harmonico, podemos escolher |u;) como sendo o estado fun-
damental ou o primeiro estado exitado do oscilador. Cada escolha de |uy) produz uma
cadeia diferente, e portanto nos escolhemos |u;) para obtermos uma cadeia contendo
a informacdo que queremos.

A partir disso, nds construimos uma hierarquia de estados ortonormais de

acordo com o sequinte esquema de recurcgao:
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Biluz) = Hl|ug) — aq|wa)
Be |U3> = H |u2) — g |U2) — b |u1)

S (1.24)
ﬁn |un+1) - H ]un) — Oy |un> — ABn~1 Iun—l)
onde,
an:(unlﬂlun) n=1,2,3,..
e (1.25)
ﬂn: (uﬂ Iﬂlun-l-l) =123,

Nés geramos entdo uma cadeia de vartdvels com elementos da diagonal da
matriz e, e a interagdo de vizinhos mals préximos 3,, os quais descrevem a agao do
hamiltoniano H sobre os estados por meio de uma relagio de recorréncia com tres
termos e simétrica. A recorréncia é chamada simétrica por causa da componente
tuns1) em H |u,) ser a mesma daquela de {u,) em H |u,4). Isto é particularmente
um resultado da hermiticidade do hamiltoniano.

Na fig.2.a fazemos um quadro esquemaitico do modelo em uma simples rede
quadrada bi-dimensional.

O esquema mostrado na fig. 2.b equivale a escrever o modelo Hamiltoniano H

como
H = |‘U,1) (u1| —|— ﬂ] |u1) (UQl + +ﬁ1 IU.Q) (U.1| -|- - -I- (4 4% |u,,) (un| ‘es

A seqiiéncia de estados |u;), |ug),... definida pelas equagdes 1.24 e 1.25 &
formalmente equivalente a sequéncia de vetores definida nas equacdes 1.17 a2 1.19 do
método de Lanczos; a Gnica (ndo essencial) diferenca é que néds preferimos construir,
comecando do requerimento de normalizag¢do, de modo que |u;} constitui um conjunto

ortonormal, com interagao de vizinhos préximos.
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Figura 2: Rede quadrada bidimensional (a) no esquema de recursio (b). Definindo-se
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4,b% = 5,03 = 19/2,...
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Este modelo é matematicamente equivalente a expressar o hamiltoniano H em
uma forma tridiagonal como em 1.5. Como no procedimento de Lanczos, podemos
diagonalizar a cada passo da cadeia, dada a sua caracteristica recursiva, e todas as
propiedades observadas em Lanczos permanecem validas na construcio deste mod-
elo. QOriginalmente porém, este método recursivo, em oposigdo ao de Lanczos nio
focalizava a diagonalizacdo de 1.5, mas sim a construgdo dos elementos da matriz da
funcio de Green associada a um operador particularmente estudado. Voltaremos a
este ponto na proxima sec¢io com enfase no uso do processo de Lanczos.

Ha também que se ressaltar aqui wma interpretagio fisica do modelo da cadeia
(até onde isso € possivel de se fazer). Da figura 2.a precedente, fica claro que a
partir cle. um estado inicial do sistema, a cadeia estabelece uma ordem de estados
da base em termos de como muitos estados intermediarios devem ser passados para
alcancar um dado estado. Outro modo de expressar isto é dizer que o comportamento
do sistema inicialmente em |u;) é mais fortemente influenciado por |u;} e menos
portanto, por cada um dos estados sucessivos da cadeia. A maior influéncia no
movimento do sistema vem de estados préximos no sentido de serem acessiveis por
mejo de poucos estados intermediarios. O modelo da cadeia é a expressao matemética
do conceito de condigbes locais. Cada estado na cadeia representa uma parte mais
distante das condigdes do estado inicial e os parimetros de recorréncia especificam o
efeito daquelas condigGes no movimento do sistema.

A cadeia descreve a evolugdo do sistema a partir de um estado inictal. Os esta-

dos que ndo estido acoplados ao estado inicial nao aparecem na cadeia. A ortonormal-
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idade dos estados na cadeia significa simplesmente que a recorréncia sera simétrica
para um hamiltoniano hermiteano.
Podemos dizer que uma cadeta é um autoestado generalizado. A cadeia simples

contém um estado |vy), € neste caso a equacgao 1.24 torna-se
Hlvy) = oq o1} (1.26)

que quer dizer qbviamente que {v1) € um autoestado de H (este é o caso em que o
primeiro vetor gerado em Lanczos tem comprimento nulo, ou seja, o nosso estado
teste é exatamente a solugdo do problema). Uma cadeia maitor, no sentido de serem
necessarias mais iterac¢des para expandir o espago inteiro de H, representa um sube-
spago invariante contendo o espaco inicial, tal que H atuando sobre qualquer estado,
da outro estado no subespago. O modelo da cadeia corresponde ac menor subespago
invariante contendo o estado inicial, ou ai.nda, qualquer outro estado da cadeia. Isto
nos leva (como ji observado) a utilizar um nimero de estados reduzido em todo
o0 processo; nés estudamos somente estados translacionalmente invariantes (usamos
condigbes de contorno periédicas do comego ao fim).

Do colocado aqui, vamos 3 préxima secgao discutir alguns resultados interes-

santes para ilustrar as propriedades observadas anteriormente.
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1.4 O método de Lanczos e o método dos mo-

mentos

1

Nossa preocupagiao agora, € de estabelecer alguma relacao entre o método de
Lanczos e de momentos e com isso ligar Lanczos com a teoria de polinémios ortogonais
e fracGes continuas, bem como a possibilidade de obten¢io de uma funcéo de Green
ligada a um operador particular. Porém, vale frisar, sera feito o tratamento mais
elementar possivel, ressaltando apenas alguns resultados, deixando de lado muitas das
ramificagbes possiveis. Meramente nos preocupamos em mostrar algumas coneccdes
interessantes, colocando uma vasta literatura {2] [9} [11] [12] & disposicio para um
estudo mais apurado da questio.

Um grande niimero de problemas fisicos 530 descritos por operadores os quais,
em geral sdo muito complicados para unia. diagonalizagdo direta mas sdo ainda su-
ficientemente manipuldveis para permitir, de um modelo razoavelmente simples, o
calculo dos momentos. Neste caso nés podemos obter informacdes preciosas sobre o
sistema fisico de interesse através de uma expansio em fragbes continuas da fungiio
de Green de um dado operador. Este procedimento matemdtico ¢ conhecido como
o problema dos momentos, que tem sido amplamente estudado , em geral, tendo-se
em mente operadores hefmitea.nos (problema dos momentos cldssico). Consideremos
entao uma matriz H hermiteana e um vetor |v) arbitrario. Nés definimos uma matriz

de momentos geral como tendo os elementos

o = (v |H"|0) (1.27)
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com a ajuda da identidade
1=3"1%) (T, (1.28)

onde |¥,) denota os autoestados de H com energia (real) E,. Podemos escrever a

eq. 1.28 como
o= B2 [(Wafo)? . (1.29)

Se a dimensdo de H é densamente ocupada sobre a regido de energia a eq.

1.29 torna-se

o = / E*n(E)E - (1.30)

e aqui i, fica sendo o n-ésimo momento da distribuigio
n(F) = (BYP(E) | (1.31)

onde a*()) é a média quadrada da projegio de |v) com um autovetor de H, e P(E) o
néimero de autovalores entre E e £ + dE (densidade de autovalores). Se |v) é tal que
a®(E) é constante (os |(¥,|v)[* sdo iguais na distribuigio discreta) n(E) fica sendo
justamente a densidade de estados.

Congiderando-se os determinantes:

Loy gz oo e
L. = [E I 5 R ,.Un+1 ’ (1'32)
fn o -ee Hon
1 1 -0 fin—1 HPap
M, =" B e e (1.33)

Hn .. Han—-1 Hzpntl
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Podemos construir uma matriz simeétrica tridiagonal associada com os momen-

tos dados, com elementos diagonais

a; = Mi_1fLioy — Mi_»/L;_» (1.34)

e elementos fora da diagonal

b =+/LiLi-af/Li_y , (1.35)

com M_; =0, Mog=p, Lo=1.

Os a’s e 0s b’s podem ser olhados como “momentos reduzidos” no sentido
de que eles carregam informacdo sobre a distribuigdo de momentos. A solucéio do
problema ¢ agora como segue: os autovalores e autovetores dessa matriz tridiagonal
construida a partir dos a’s e b’s s40 0s mesmos da matriz dos momentos definidos
na equacgao 1.27 . Mais do que essa caracteristica o procedimento acima nos d4 uma
sequencia de solugdes no sentido de se aproximar mais e mais da distribuigio original,
o que para algum propésito especifico pode ser o suficiente. Portanto, truncando-se
o procedimento de se obter a matriz tridiagonal associada aos momentos a qualquer
ordem i, produz-se uma solugio tal que seus 2i — 1 momentos independentes concor-
dam exatamente com os primeiros 21 — 1 momentos da solugio exata. Apesar desse
importante resultado, este procedimento requer que calculemos determinantes como
os das equagoes 1.32 e 1.33, o que vern a ser um procedimento extremamente instéavel,
resultando na necessidade de se conhecer os momentos com quio pequena que seja

a precisdo e carregar esta precisdo através dos célculos. Entdo para uma precisio
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- aritimética finita, em geral, as delicadas relagGes que garantem que os momentos
correspondem a uma distribuigio sdo violadas.

Para o problema da matriz dos mon}lentos portanto, nés podemos ver o método
de Lanczos como um modo alternativo de sle obter a matriz tridiagonal, sem realmente
calcular 0os momentos o que, como observado anteriormente, garante mais estabilidade
e maior precisao. Entao, se nés quisermos formar a matriz nxn da matriz tridiagonal
associada acs momentos nds necessitamos somente fazer n passos do procedimento
de Lanczos.

Esta estreita relacao entre Lanczos e os Momentos nos permite especular um
pouco mais sobre a convergéncia dos autovalores de H no processo de Lanczos. Note-
mos em primeiro lugar que passando-se H — H — 41, com I sendo a identidade,
meramente fazemos com que a; — a; — 11, com os b’s permanecendo os mesmos. Isto
corresponde a representar os momentos dados pela equagao 1.28 como momentos
centrais ou momentos sobre a média. Agora os altos momentos centrais s2o muito
sensiveis aos autovalores extremos, mas depois de k passos nés calculamos, com efeito,
o (2k — 1)-ésimo_momento exatamente (ou tao precisamente quanto for necessario
para calcular os a's e os ¥s). Entdo a convergéncia aos autovalores extremos é uma
consequencia do peder do método para calcular altos momentos. Nao é correto que
o fato de os autovalores extremos convergirem primeiro, eles dependem dos baixos
momentos.

Continuando nossa “busca” de algumas conecgdes interessantes com o método

de Lanczos, vamos estudar os autoestados e autovalores do modelo original obtidos
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pelo método (ou se quisermos, na transformagio para a cadeia). Isto nos levard a
teoria de polinémios ortogonais (o que ja era esperado da relagéio com os momentos
derivada anteriormente).

Supenhameos portanto, que se queira achar os autoestados de uma dada matriz
tridiagonal correspondendo aos autovalores desta. Para isso precisamos resolver a

equacado matricial

E— a1 —bl 0 0 e 1 0
—bl E— a2 —bg 0 Core Pa 10
0 “—bg E — {3 —53 e Pa — U
0 0 ——bg E — gy - P4 0

(1.36)

a qual é justamente a equacdo de Schrédinger independente do tempo
n=1 n=1
A equagdo 1.36 ainda define um conjunto de equagGes lineares as quais podem ser

consideradas na relacdo de recorréncia
boPot1(E) = (E — an)Pu(E) — b1 Poa (E), (1.38)

que € a relagao de recorréncia fundamental para uma familia de polinomios ortogonais
{FP.(E)}}. Esta sequéncia infinita (ou finita) termina se nds considerarmos os valores
E = E; nos quais P,(F) vai a zero, ou seja, os autovalores da matriz truncada a

n X n sdo os zeros do polindmio de grau n, P,(F). A recorréncia apresentada em
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1.38 é a contrapartida, em teoria de polindmios ortogonais, da relagio 1.24 obtida na
construgdo do modelo da cadeia {ou ainda a equagao 1.17 do processo de Lanczos).

i1s)
:Ess

Figura 3: Comportamento esquematico das raizes de P,(E) como uma fungio de n

Voltando-se a questao da convergéncia dos autovalores, desde que sio uma
funcéo de n, seus extremos convergem rapidamente e os centrais mais vagarosamente.
Se nés calcularmos as raizes { E{V} de { P,(E)} nés achamos que as maiores e menores
raizes variam pouco com n.

Esta convergéncia move-se do extremo do espectro para o centro. Uma ex-

plicagdo qualitativa para este fenomeno é que (H—a,) |u,) contém proporcionalmente
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autovalores mais distantes de a,; isto é contrabalancado pela subtragao de b, 1 Jun_1).
Para cada autovalor hd um valor de n para o qual as subtragdes sobrepujam as mul-
tiplicagdes e as raizes correspondentes cessam de variar {(um esquema desse fenémeno
é plotado na figura 3).

Para finalizar esta secgdo vamos agora focar nossa atengdo na construcéo da
fungdo de Green (ou resolvente) recursivamente, tendo os momentos como ingredi-
ente. Esta aproximagio € muito mais conveniente para manusearmos operadores com
um continuo no espectro de energia, bem como, de um ponto de vista mais particu-
lar, calcular a densidade de estados para alguma distribui¢do. Portanto, tomando-se
os momentos definidos na equagio 1.29 podemos escrever a fungéo de Green G(F),
relativa a estes momentos como :

o0
G(E) = Z fin [ B (1.39)
n=1
para propdsitos computacionais a fungao G(E)} pode ser expandida na forma de

fracoes continuadas ficando:

1

F—q — —-b
E_QZ“E—Q3-.,.

G(E) = (1.40)

com os a;,s e os b, s dados respectivamente por 1.34 e 1.35. Aqui os valores assintdticos
(desde que a distribuigao n(F) nos quais os momentos estio relacionados é tomada
num continuo de energia) para a, e b, produzem importantes informagdes fisicas; de
fato as € a posicao do centro da banda de energia, enquanto a largura da banda é

obtida de b.,.

Mais uma vez, obtemos parametros de recursio que sdo os mesmos dos gerados
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no processo de Lanczos, nos permitindo agora escrever o resolvente iterativamente,
de uma forma mais precisa e estavel que quando trabalhado a partir do método dos
momentos.

Existe uma vasta literatura a ser consultada [11} para uma anélise mais pro-
funda dos resultados derivados nesta secao, e por fugir ao escopo deste trabalho, nio

foi levada a cabo.

1.5 Simetrias

Como }a observado anteriormente (cf.se¢éo 1.2), tomando-se vantagem da simetria
em um hamiltoniano, podemos economizar tempo e esf.oca,gem na computagio do
processo de Lanczos, ou simplificar consideravelmente o processo analitico de se obter
as iteracdes de Lanczos, (transformagio a uma cadeia). Ainda, uma simplificacdo do
problema pode ser obtida com a escolha do estado inicial, além de com isso ser possivel
explorar todo o espectro de solugdes. A umica dificuldade é que uma anilise mais
apurada das simetrtas pode consumir muito tempo ou ainda ser complicada por si
s6. Nesta secgﬁo.,‘nlés estudamos brevemente a aplicagéo de simetria 2 transformacao
do modelo da cadeia.

A simetria do hamiltoniano pode levar a degenerescéncia em seu espectro. Seja
H um hamiltoniano com autovalores E,,, possivelmente degenerados, correspondendo
a uma escotha de autovetores ortonormais {|w.)}. Se em termos dos {|w,)}, T é a

representacdo unitaria de alguma simetria de H, entio H e T comutam

TH = HT, (1.41)
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portanto

H{lwrx>} = Ea{lwa)}s (142)

implica em

HT{|wa}} = EaT{jws)} (1.43)

Entdo T{|ws}} é também um autoestado de H com a mesma energia que {|wy)}. A
menos que exp(i®,) jwa} = T |wa), para todo «, T jw,) é linearmente independente
de |wy) para algum A e Ey é entio degenerado. Inversamente, supondo Ey = E,, para

A # p, e I sendo a identidade; nés podemos construir uma transformacio unitaria

T =X~ {jwn) = wa) H{wal — {wal} (1.44)

O que neste caso é facil verificar que T comuta com H e portanto representa uma sime-
tria de H. N#o é sempre possivel dar uma interpretacio fisica para transformacées
que comutam com H, mas nés as tratamos 'todas do mesmo modo.

Em contrapartida a possibilidade de simetria do hamiltoniano (e uma possivel
degenerescéncia}, 0 modelo da cadeia ndo tem simetrias. Isto segue da natureza nio
degenerada do eéﬁéétro de autovalores da cadeia. Para os propésitos desta se¢io, nés
podemos ampliar o entendimento do modelo contendo estados de simetria stmples
somente, todas as outras simetrias tendo sido “jogadas fora”.

Quanto a escolha do estado inicial, o uso mais eficiente da, transformagéio ao
modelo da cadeia, resulta quando este estado pertence a uma representagio irre-
dutivel das simetrias de H. Quando este é o caso, os tinicos estados acoplados a

[u1) (e portanto aparecendo no modelo) sio aqueles pertencentes a mesma linha da



30

mesma representacio irredutivel das simetrias de H. Isto quer dizer que somente tais
estados necessitam ser retidos, e portanto na computagio a mesma resohicao pode ser
guardada com muito menos estocagem e gasto de tempo porque a dimensionalidade
da matriz H é reduzida.

As cadeias produzidas por estados iniciais correspondentes a diferentes lin-
has da mesma representagio irredutivel sio similares. Supondo T como sendo uma
representagio unitria que leva |u;) em T |uy); entdo porque T comuta com H, o
n-ésimoestado [u,) na cadeia, gerado por |uy) vai para T |u,), 0 n-ésimo estado na
cadeia gerado por T |u) e os pardmetros da cadeia sio idénticos. Isto significa por-
tanto que, um modelo da cadeia necessita ser calculado somente uma vez para cada
representacdo irredutivel.

Do colocado acima, enfatizamos que uma “boa” escolha do nosso vetor inicial
simplifica o problema de transformagio ao modelo da cadeia. Este fato nos sugere
a possibilidade de algum sub-modelo para se obter um bom vetor inicial. Essa pos-
sibilidade, a nosso ver, seria um outro trabalho elaborado em um sentido um tanto
diferente do que aqui nos propomos, e portanto deixamos essa possibilidade como uma
sugestao de trabalho futuro. Entretanto, de modo a ampliar o sugerido, partimos da
afirmagao de que qualquer modelo quantico (aqui representado por uma hamiltoniana
e os estados nos quais ela atua) complicado no sentido de suas simetrias, pode ser
reduzido a uma “soma” (ou aclopamento) de modelos simples os quais sabemos sobre
suas simetrias com isso podemos sempre escolher, pelo menos em principio, como um

“bom” estado inicial, o pertencente ao espago de estados de algum desses modelos
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simples componentes do modelo estudado efetivamente.
Voltaremos a discutir um pouco mais essa questao de uma maneira mais

pragmatica no proximo capitulo para esclarecer melhor a proposicao.
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